NIM

oktora yaptigim okulun en buiyiik odas1 “toplumsal etkin-

liklere” ayrilmisti. Bu odanin hemen yaninda kiigticiik bir
cay oca@ vardi. Matematikgiler ¢aligmaktan bunaldiklarinda,
sohbet etmek istediklerinde o odaya gelip dinlenirlerdi. Kimi
biitiin glintinii o odada gecirirdi. Doktora tezlerini o odada ya-
zanlar bile vardi. Oysa her 6grenciye ayr1 bir ¢alisma odasi ve-
rilmigti. Ama ¢ay odasinin ayri bir havasi, kendine 6zgii bir ko-
kusu vardi; kitap, ¢ay, kahve ve tebesir tozu alasimi, doyum ol-
maz bir koku...

Cay odasinin baslica iki etkinligi matematik ve oyundu.
Dans partileri diizenledigimiz, dogumgiinlerini kutladigimiz,
bayramlarda yemek yedigimiz, igki i¢tigimiz olurdu ama gene
de bu etkinliklerin hi¢biri matematik ve oyun denli bu odanin
karakterini belirlememis, havasina yerlegsmemisti. Arastirma
konularinda ilging ya da zor problemlerle karsilasan 6grenciler
problemlerini 6biir matematikgilere anlatirlar, onlara danisir-
lardi. Duvari boydan boya kaplayan 5-6 metre genisliginde ko-
caman bir karatahta vardi. O karatahtada onu agkin matema-
tik¢inin calistigi olurdu. Kimi zaman ayni problem tizerine...
Kimileyin, bir matematik¢i ilgisini ¢eken bir bilimsel yaziy1
oburlerine anlatirdi. Okula yeni girmis doktora 6grencileri bi-
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tirmek tizere olanlara sorular sorarlardi. Ya da bir profesoriin
dersi tartigilir, zor bolimler aydinhga kavusurdu. Haftada bir
gece de 0 odada aramizdan biri arastirma konusunu anlatirdu.

Sanirim biz 6grenciler 6grendiklerimizin ¢ogunu o odada
ogrendik.

Hergiin aksamiistii saat dortte o odada ¢ay, kahve ve kek ve-
rilirdi. Iste 0 zaman odanin keyfine doyum olmazdi. Elliye yakin
ogrenci ve hoca odaya dolusurdu. Biiyiik matematikgilerin cay
icislerini, kek yiyislerini seyrederdik. Nedense onlarin ¢aylari ve
kekleri bizimkilerden ¢ok daha lezzetliymis gibi gelirdi bize.

Odanin ikinci 6nemli etkinligi oyundu. Aslinda matematik-
le oyunu birbirinden ayirmak pek dogru degil ya... Matematik-
cilerin buyiik ¢cogunlugu oyunbazdir, hi¢ oyun oynamayanlarin
bile arastirmalarina yaklasimi bir oyuncunun oyuna yaklasi-
mindan pek farkli degildir cogu zaman. Her tiirden oyun oyna-
nird1 o odada: satrang, brig, tavla, go, poker (geceleri ve gizli
gizli, ama az parasina, zaten paramiz mi vardi!) stk oynadigi-
miz klasik oyunlardi. Bu oyunlarin diginda az bilinen ilging
oyunlar da oynardik. Ornegin “negatif satrang”.

Negatif satrancta kaybeden kazanir, kazanan kaybeder. Al-
mak zorunlu, sah alindiginda oyun bitmez (dolayisiyla sah ce-
kildiginde “sah” demenin anlami ve geregi yok) ve hi¢ askeri
kalmayan oyuncu oyunu kazanir.

Oynadigimiz bu tiir oyunlarda amacimiz oyun oynamak
degildi. Ger¢ek amacimiz oyunun ¢ozimlemesini (analizini)
yapmak, hangi oyuncunun kazanacagini, yani hangi oyuncu-
nun kazanan stratejisinin oldugunu, bunu bulamasak bile en
iyi oyun stratejisini bulmakti. Ornegin, negatif satrancta, beya-
zin, simdi animsayamadigim! bir hamleyle oyuna bagladiginda,
oyunu kaybedecegini asagi yukar1 kanmitlamigtik (siyah akillica
oynarsa elbet.)

1 Bu hamle d2-d4 miiydii bu hamle acaba?
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Kazanan strateji nedir? Ornegin Matematik ve Korku bas-
likli yazidaki birinci oyunda (sayfa 100-101), birinci oyuncunun
kazanan stratejisi vardir. Ikinci oyuncu ne oynarsa oynasin, bi-
rinci oyuncuyu kazandiran bir oyun vardir. (Birinci oyuncunun
hamleleri ikinci oyuncunun hamlelerine gore degisir elbet.)

Sonlu ve sakli bilgisi olmayan oyunlara deggin bildigimiz
bir teorem vardi. Bu teoremi aciklamadan once teoremde kul-
lanacagimiz terimleri agiklayayim.

Eger bir oyun her zaman sonlu sayida hamlede bitiyorsa ve
oyunun her evresinde, hamle sirasi gelen oyuncunun sonlu ta-
ne hamle segenegi varsa, o oyuna sonlu oyun denir. Ornegin
satrang sonlu bir oyundur. Ciinki satrancin her aninda her
oyuncunun sonlu tane segenegi vardir ve her satran¢ oyunu ya
iki oyuncudan birinin yengisiyle ya da beraberlikle biter2. Pig-
ti, poker gibi kagit oyunlar1 biter, yani sonlu oyunlardir. Ote
yandan tavla sonlu bir oyun degildir, her iki oyuncunun da bi-
rer kirig1 olabilir ve -kuramsal olarak, uygulamada olmasa bi-
le- sonsuza degin gele atabilirler3.

Eger bir oyunda, her oyuncu kendisinin ve 6biir oyuncunun
gelecekte yapabilecegi (ve yapamayacagi) butiin hamleleri bile-
biliyorsa, o oyunun sakl: bilgisi olmadig1 soylenir. Satrancta
sakli bilgi yoktur. Ote yandan tavlada sakli bilgi vardir. Atila-
cak zar1 iki oyuncu da bilmez. Pokerde, pistide ve bricte de sak-
I1 bilgi vardir, 6biir oyuncunun elindeki kagitlari bilemeyiz.

Simdi bildigimiz teoremi yazabiliriz:

2 Satrancin sonlu hamlede bitmesi i¢in su iki kural konulmusgtur: 1) Simdi anim-
sayamadigim belli bir sayida hamle boyunca en az bir piyon yerinden kimilda-
mazsa oyun berabere biter, 2) Bir piyon gidebildigi en son kareye geldiginde ya
ata ya file ya kaleye ya da vezire dontigtr.

3 Tavlaya “yirmi el boyunca iki oyuncu da gele atarsa oyun berabere biter” di-
ye bir kural getirilse bile, tavla sonlu bir oyun olmayabilir. Bu konu Matema-
tik ve Oyun kitabimdaki Tavla Uzerine Bir Soru adli yazida ele alinmustir.
(Bkz. Matematik ve Oyun, Nesin Yayincilik 2008.)
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Teorem 1. Eger iki kisi arasinda oynanan bir oyun sonluy-
sa ve oyunun sakl bilgisi yoksa ve oyun beraberlige izin vermi-
yorsa, iki oyuncudan birinin kazanan stratejisi vardir®.

Satrancta beraberlik oldugundan, satranca bu teoremi uy-
gulayamayiz. Ote yandan, beraberlik durumunda siyahin ka-
zandigini varsayacak olursak, Teorem 1’den su sonug ¢ikar:

Teorem 1’in Bir Sonucu. Satrancta ya beyazin kazandigi ya
da siyabin en az berabere kalabildigi bir strateji vardur.

Beyazin m1 yoksa siyahin mi1 boyle bir stratejisi oldugu bi-
linmiyor. Satrang Oylesine karmagik bir oyun ki bu varoldugu
bilinen strateji bilgisayarlar yardimiyla bile bulunamiyor.

Bu teoremin kaniti pek zor degildir. Yazinin sonunda kani-
tin1 bulabilirsiniz.

Bildigimiz ikinci bir teorem daha vardi. Satrangta siyahlar
beyaz askerlerle oynayamazlar. Beyazlar da siyah askerlere do-
kunamazlar. Yani satrancta bir oyuncunun yapabilecegi, obiir
oyuncunun (sira kendisinde olsaydi) yapamayacag: hamleler
vardir. Bir oyuncu i¢in yasal olup da 6biir oyuncu igin yasal ol-
mayan hamlelerin olmadig1 oyunlara tarafsiz oyun denir. Or-
negin U¢ tas oyunu tarafsiz bir oyundur.

Sonlu, tarafsiz, beraberlikle bitmeyen ve sakli bilgisi olma-
yan oyunlara giizel oyun diyelim. Artik bildigimiz teoremi
aciklayabiliriz:

Teorem 2. Her giizel oyun bir NIM oyununa esdegerdir’.

4  Bu teoremi bu yazinin sonunda kanitlayacagiz.
5 Bu teoremin kanitini bugiin de bilmiyorum. Ama biz teoremin dogru oldugu-
nu saniyorduk.
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NIM oyunlarinin ne oldugunu birazdan anlatacagim, ama
once “esdeger” teriminin anlamim agiklayayim. Ikinci teoreme
gore, bir “glizel oyun”da kazanan stratejisi olan oyuncuyu bul-
mak, bir NIM oyununda kazanan stratejisi olan oyuncuyu bul-
mak kadar zordur. Yani G bir giizel oyunsa, 6yle bir NIM
(oyunu) vardir ki, bu NIM’de kazanan strateji bulundugunda,
G oyununun da kazanan stratejisi bulunur.

NIM oyunlarinin tanimini bir 6rnek-
o y
000 le verelim. Ilk 6rnegimiz (1,0,2,0,0,1)’lik
000 NIM oyunu. Bu oyunu oynamak igin bir

000000 kagit pargasina yandaki sekli cizin.

Her oyuncu sirasi geldiginde ayni si-
radan ardarda gelen noktalari silebilir.

000 Ornegin birinci oyuncu son siranin sag-
000 dan ikinci, tictincti ve dordiincti noktala-

rini silebilir. Oyun o zaman yandaki du-
QOO XXXE®

rumu alir.

Simdi sira ikinci oyuncuda. Ikinci oyuncu son siranin soldan
ikinci ve altinc1 noktalarini bir ¢irpida silemez. Ciinkii bu nokta-
lar artik ardarda gelmiyor, aradaki noktalar silinmis. Ayni neden-
den ikinci siranin birinci ve ticlincti noktalarini da silemez. Ama
ikinci siray1 tiimden silebilir. Ya da ikinci siranin sagindaki iki

noktayr silebilir. Hi¢ nokta silmemezlik

000 edemez, her oyuncu en az bir nokta silme-
X X X li (yoksa oyun sonlu olmazdi!) Diyelim
00X XX® ikinci oyuncu alttan ikinci siray1 timiyle

sildi. Oyun yandaki duruma gelir.
Simdi sira gene birinci oyuncuda...
En son hamleyi yapan, yani en son noktayi silen oyuncu
oyunu kaybeder.
Yukardaki NIM oyununa (1, 0, 2, 0, 0, 1)’lik NIM oyunu
demistik, ¢iinkii bu NIM oyununa
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1 tane 1 noktalik sira

0 tane 2 noktalik sira

2 tane 3 noktalik sira

0 tane 4 noktalik sira

0 tane 5 noktalik sira

1 tane 6 noktalik sira
ile bagladik.

Ornegin (3, 2, 0, 0, 1, 2)’lik NIM yan- Py
daki gibi baslar. ®

Goriildiigii gibi her NIM oyunu her P
hamleden sonra bir baska NIM oyununa PY )
donustiyor. Yukarda, 6rnek olarak sundu- LY
gumuz (1, 0, 2, 0, 0, 1)’lik NIM, birinci 00000
oyuncunun ilk  hamlesinden sonra 000000
(2,1,2)’lik NIM’e doéniigmiis. Ikinci oyun- 000000
cunun hamlesinden sonraysa (2,1,1)’lik
NIM’e doéniismiis. Bu, genel olarak her oyun igin gecerlidir. Her
oyun, her hamleden sonra bir bagka oyuna dontsiir.

NIM oyunlarinin ¢éziimlemesi pek kolay degildir. Ancak
baz1 kolay NIM’lerin analizini yapabiliriz.

(n)’lik bir NIM’i ele alalim. Bu oyunda # tane bir noktali si-
ra vardir ve bu oyunu oynamak i¢in zekaya gerek yoktur. Her
oyuncunun ancak bir hamlesi vardir: bir noktay1 (ya da bir si-
ray1, ayni sey) silmek. Eger # ciftse birinci oyuncu, tekse ikinci
oyuncu kazanir elbette. Bunu cebirsel olarak soyle gosterelim:

K(2n) =1 ve K(2n+1) = 0.

Bu, su demektir: (2#)’lik NIM’leri birinci oyuncu,
(2n+1)’lik NIM’leri ikinci oyuncu kazanir.

Simdi (n, m)’lik NIM’lere bakalim. Bu oyunlar1 kim kaza-
nir? Daha dogrusu kimin kazanan stratejisi vardir? Bu oyunlar-
da 7 tane 1 noktali sira ve m tane 2 noktali sira var. Yani ol-
dukg¢a kolay bir oyun. Ama herhangi bir NIM oyunu, oyunun
bir asamasinda (7, 72)’lik bir NIM oyununa déniisebilir. Bu ne-
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denden dolayi (7, m)’lik NIM’leri hangi oyuncunun kazanaca-
g1 bilmek 6nemlidir.

Eger m = 0 ise, yani hi¢ iki noktali sira yoksa, bu aslinda
(n)’lik bir NIM’dir ve bu oyunlarin ¢oziimlemesini yukarda
yapmistik.

Simdi de (7, 1)’lik NIM’lere bakalim. 7 tane 1 noktali sira
ve bir tane 2 noktali sira var. Bu durumda ilk oynayan kazanir.
Neden? Su nedenden: Ik oynayan oyuncu, ikilik siradan bir ya
da iki nokta silerek oyunu ister (nz+1)lik, ister (n)’lik NIM’e
donusturebilir. Hangisini yapmali? Eger # ciftse, ikilik siradan
bir nokta silip oyunu (7+1)’lik NIM’e déniistiiriir. n+1 tek ol-
dugundan, bu durumda oyunu kazanir. Eger 7 tekse, ikilik si-
ray1 tumiyle silip ortadan kaldirmali. Boylece oyun (n)’lik
NIM’e doniisiir. 7 tek oldugundan gene oyunu kazanir.

Ornegin (5, 1)’lik NIM’de ikilik sira tiimiiyle silinmeli. Ote
yandan (6, 1)’lik NIM’de ikilik siranin yalnizca bir noktas: si-
linmeli.

Boylece,
K(n,1)=1 (1)
esitligini bulmug olduk. Daha 6énce de
K(2n,0) =1 (2)
ve
K(2n+1, 0) = 0 (3)

esitliklerini bulmusgtuk.
Su teoremi kanitlayacagiz:

Teorem 3. m > 0 olsun.
a) Eger n ve m ciftse K(n, m) = 0°dir.
b) Eger n ve m’den en az biri tekse K(n, m) = 1’dir.

Teoreme gore n ve m ciftse (m > 0), ikinci oyuncunun kaza-

nan stratejisi vardir. Eger # ve m sayilarindan en az biri tekse,
birinci oyuncunun kazanan bir stratejisi vardir. Yani K(n, m)

185



sayisi n+m sayisinin tekligine ve ciftligine gore degisir.
Gorulduga gibi n ve m sayilar rastgele secilirse, birinci
oyuncu daha sik kazanacak.

Teorem 3’iin Kaniti: 72 > 0 olsun. (n, m)’lik bir NIM’de
hamle segenekleri nelerdir? Sirasi gelen oyuncunun ¢ segenegi
vardir:

1) Eger bir noktalik bir sira varsa, yani # > 0 ise, sirasi ge-
len oyuncu o bir noktalik siray1 silerek, oyunu (n-1, m)’lik
NIM’e doniistiirebilir.

2) Sirasi gelen oyuncu iki noktalik bir siray: silerek, oyunu
(n,m-1)’lik NIM’e doniistiirebilir.

3) Sirasi gelen oyuncu iki noktalik bir siradan bir nokta si-
lerek oyunu (n+1, m—1)’lik NIM’e doniistiirebilir.

Eger bu ti¢ oyundan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa ilk
hamleyi yapan oyunu kazanir. Bu dedigimi soyle aciklamaya
caligayim. Birinci oyuncuya A diyelim, ikinci oyuncuya da B.
Sira A’da. Diyelim A, NIM oyununu ikinci oyuncunun kazana-
bilecegi bir duruma getirdi. Bu yeni oyuna B baslayacagindan,
bu yeni oyunda ikinci oyuncu A’dir. Demek ki A’nin B’ye oy-
nasin diye biraktigi oyunu A kazanur.

Ote yandan bu ii¢c oyunu da birinci oyuncu kazaniyorsa, ilk
hamleyi yapan kaybeder. Cunki ilk hamleyi yapan oyuncu, ya-
ni A, 6biirtine kazanabilecegi bir oyun birakacaktir, bagka se-
¢enegi yoktur.

Yani K(n-1, m) = 0 ise, ya da K(n, m-1) = 0 ise, ya da
K(n+1, m-1) = 0 ise, (n, m)’lik NIM’i oyuna ilk baslayan oyun-
cu kazanir: Yukardaki ti¢ sayidan hangisi 0 ise, birinci oyuncu
oyunu o oyuna déniistiiriir. Ote yandan bu ii¢ sayidan birinin 0
olmasi demek, bu ti¢ sayinin ¢arpiminin 0 olmasi demektir. Bu
ti¢ sayidan higbiri sifir degilse, birinci oyuncunun yapabilecegi
pek bir seyi yok demektir. Ikinci oyuncu oyunu kazanir. Birinci
oyuncunun yapabilecegi tek sey, ikinci oyuncunun hata yapaca-
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gint umarak, oyunu ¢oztimlemesi zor bir duruma sokmalidir.
Bu ii¢ sayidan higbirinin sifir olmamasi demek, yani hepsinin
1 olmasi demek, bu ii¢ sayinin ¢carpiminin 1 olmasi demektir.
Ne bulduk? Sunu bulduk:
Eger K(n—1,m)K(n,m-1)K(n+1,m-1) = 1 ise, K(n,m) = 0°dur.
Eger K(n—1,m)K(n,m-1)K(n+1,m-1) = 0 ise, K(n,m) = 1’dir.
Burada kiiciik bir teorem kanitladik:
K(n, m) =1 - K(n-1, m)K(n, m-1)K(n+1, m-1) (4)
Ancak bu esitlikte 7z > 0 varsaydigimizi unutmayalim. 7 = 0
ise, yukardaki formiilii uygulayamayiz, ciinkii (=1, 72)’lik NIM
yok. Olmasin! Biz de
K(-1,m) =1 (5)
olarak tanimlariz. Boylece (4) esitligi bir anlam kazanir ve iyi
bir anlam kazanir, yani formiil # = 0 iken de dogrudur.
(1,2, 3,4, 5) formullerini kullanarak K(#, 71)’yi hesaplayabi-

liriz:
K(0,2) = 1 - K(~1,2)K(0,1)K(1,1) = 1 - 1x1x1 = 0
K(1,2) = 1 - K(0,2)K(1,1)K(2,1) =1 —0x1x1 =1
K(2,2) = 1 - K(1,2)K(2,1)K(3,1) =1 —-1x1x1 =0
K(3,2)=1-K(2,2)K(3,1)K(4,1) =1-0x1x1=1

K(4,2) = 1 - K(3,2)K(4,1)K(5,1) =1 —-1xIx1 =0 ...

Bu degerleri bulmak igin bir 6nce buldugumuz degerleri kul-
landik. Ornegin, K(4, 2)’yi bulmak igin K(3, 2)’yi, K(3, 2)’ yi
bulmak i¢in K(2, 2)’yi kullandik. Bu degerlere dikkatle bakildi-
ginda, 7 ciftse K(n, 2) = 0, tekse K(n, 2) = 1 oldugu anlasilir. Bu,
tumevarimla kolaylikla kanitlanabilir. Bu da kanitlamak istedi-
gimiz ve kanitlamak tizere oldugumuz teoremle uyumlu.

Simdi K(7,3)’0 hesaplayalim. Teoreme gore sonug hep 1
¢ikmali. Bakalim: (4) formiiliine gore,

K(n, 3) =1 - K(n-1, 3)K(n, 2)K(n+1, 2).

Burada ya 7 ya da n+1 cift sayidir. Demek ki ya K(n, 2) ya

da K(n+1, 2) sifirdir. Dolayisiyla K(n, 3) = 1°dir.
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Sira K(n, 4)’in hesaplanmasinda. (4) formiilinii uygulayalim:
K(n, 4) =1 - K(n-1, 4)K(n, 3)K(n+1, 3).
Ote yandan
K(n,3) =K(n+1,3) =1
esitliklerini biliyoruz. Demek ki,
K(n,4) =1 - K(n-1, 4).
Bu son esitlige gore
K(n-1, 4) = 1 ise, K(n, 4) = 0’dur.
K(n-1, 4) = 0 ise, K(n, 4) = 1'dir.
Ama K(-1, 4) = 0 oldugundan, eger n ciftse, K(n, 4) = 0’dir,
eger n tekse, K(n,4) = 1’dir. Bu sonug¢ da teoremimizle uyumlu.

Bundan sonrasini okur tiimevarimla kanitlayabilir.

Hangi (n, m)’lik NIM’leri kazanacagimiz1 gosterdik goster-
mesine ama kazanacagimiz oyunlari nasil kazanacagimzi ko-
layca anlasilir bir bicimde sdylemedik. Diyelim hamle sirast
bizde ve 6biir oyuncu 6ntimiize (7, m)’lik bir oyun sundu:

1) Eger m = 0 ise, ne yapilacag belli. Bir noktalik bir siray:
sileceksiniz. Eger n tek ise kaybedeceksiniz, m cift ise kazana-
caksiniz.

2) Eger m = 1 ise, iki noktali siradan oynayacaksiniz. O si-
ranin ya bir noktasini ya da iki noktasini birden sileceksiniz.
Bunu 0Oyle yapacaksiniz ki, geriye kalan noktalarin sayis1 tek
olsun. Demek ki eger 7 ciftse ikili siradan bir nokta sileceksi-
niz, eger n tekse ikili sirayr oldugu gibi sileceksiniz. Bundan
boyle m > 1 oldugunu varsayalim.

3) Eger n cift, m tekse, iki noktali bir siray: silin. Boylece
oyun (2, m—1)’lik bir NIM’e doniisiir.

4) Eger n tek, m ciftse, bir noktali bir siray: silin. Boylece
oyun (n-1, m)’lik NIM’e doniisiir.

5) Eger hem 7, hem de m ciftse, ne yaparsaniz yapin, Obiir
oyuncu iyi oynadiginda kazanamazsiniz. Bir hata yapmasin
beklemeniz gerekmektedir. Hata yapma olasiligini arttirmak
icin oyunu fazla kolaylagtirmayin, tek noktali bir sirayi silin’.
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Birinci Teoremin Kaniti: S6z verdigimiz gibi birinci teoremi
kanitlayacagiz. Sonlu bir oyunumuz var. Diyelim O oyunu.

A sonlu oldugundan, oyle bir # sayis1 vardir ki, en fazla n
hamlede oyun biter. Bu sayilarin en kiicigine O oyununun
uzunlugu adini verelim. Yani O oyununun uzunlugu en uzun
siren O oyununun hamle sayisi. Orne-

gin ti¢ tag oyununun uzunlugu 9’dur. ( X
Cunki tg¢ tag oyunu en fazla 9 ham- ..

le sonra biter ve gercekten de 9 hamle si- OO

ren oyunlar olur. Yani ti¢ tag oyunlarin- OOO

da en uzun oyun 9 hamledir.

Teoremimizi timevarimla kanitlayacagiz. Ne tizerine tiime-
varimla? O oyununun uzunlugu tizerine tiimevarimla.

Uzunlugu 0 olan oyunlar zaten bitmis oyunlardir. Ya birinci
oyuncu kazanmugtir ya da ikinci. Eger birinci oyuncu kazanmig-
sa, birinci oyuncunun kazanan stratejisi vardir. Eger ikinci oyun-
cu kazanmugsa, ikinci oyuncunun kazanan stratejisi vardir. Kaza-
nan stratejisi olan oyuncu kilin1 kipirdatmadan kazanur.

Simdi oyunumuzun uzunlugu 0’dan biiyiik olsun. Bu uzun-
luga » diyelim. Tumevarim varsayimiyla, teoremimizin, uzun-
lugu n’den kiiciik olan oyunlar i¢in dogru oldugunu biliyoruz.

Anlatimda kolaylik saglamasi i¢in oyunda ilk hamleyi bi-
zim yapacagimizi varsayacagiz. Kendimize A diyecegiz, Obiir
oyuncuya B.

Her oyun gibi oyunumuz da bir hamleden sonra bir bagka
oyuna doniisiir, iistelik uzunlugu daha kisa olan bir oyuna. Ilk
hamle i¢in k tane secenegimizin oldugunu varsayalim. Demek ki

5 Buyaziy1 yazdiktan ¢ok sonra Kaynakea [7]’ye baktigimda, Teorem 2’nin dog-
ru oldugu NIM oyunlarinin burda anlattigimdan degisik olduklarini gérdiim.
Kaynakga [3]’teki NIM oyunlari bu yazidaki NIM oyunlarindan daha basit ve
o oyunlari hangi oyuncunun nasil oynayarak kazanacag biliniyor. O NIM
oyunlarimi bu kitabin bir sonraki basimina alacagim.. NIM oyunlari ve baska
oyunlar tizerine Kaynakga [3]’te cok daha fazla bilgi bulabilirsiniz.
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O oyununda ilk hamleyi yaptigimizda kendimizi & oyundan bi-
rinde buluruz. Bu oyunlara Oy, ..., O, diyelim. Bir hamle yapil-
digindan, elde edilen bu k oyunun her birinin uzunlugu en faz-
la n — 1’dir. Dikkat edilmesi gereken bir nokta var, o da su: bu
k oyundan her birine 6biir oyuncu, yani B baslayacak. Eger bu
k oyundan birinde ikinci oyuncunun kazanan stratejisi varsa o
oyunu tireten hamleyi yapariz. Boylece B oyunu kazanamaz ve
kazanan bir stratejimiz olur. Eger boyle bir hamle yoksa, yani
tiireyen k oyunun herbirinde birinci oyuncu kazaniyorsa, kaza-
nan stratejimizi yoktur, B’nin vardir. Teorem kanitlanmistir.
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